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abstract
lnthisarticle,weproposeGMMestimationmethodofincomedistributionwithclassified
data・Themethodusesclassintervals,frequenciesandclassmeans・Asaresult,itisfoundthat
theinformationfromclassmeanshaveaneffectontheestimateswithGMMInparticulapthe
estimatedmeanofthehighestclassisclosertothesamplemeanascomparedtoconventional
maximumlikelihoodestimatio､．
１はじめに
所得分布のデータとして，抽出された家計の所得を記録した個票データ（ミクロデータ）と，それら
を所得階層別に集計した階層データがある。
個票データに対して所得分布関数の推定を行う場合，通常の最尤法やカーネル推定が用いられる。一
方，階層データに対して推定を行う場合，一般的には，多項分布による最尤法が用いられる。ある家計
が第ｉ階層に属する確率ｐｊがわかっている場合，すべての家計〃のうち，ｘ個の家計が第ｉ階層に属す
る確率は，多項分布に従う。多項分布による最尤法は，所得分布の関数形を設定し，その所得分布関数，
および，各階層の上限と下限を用いてｐｊを求め，多項分布の確率関数に基づく尤度を最大化するもので
ある。
所得分布の階層データの多くは，各階層の上限・下限と度数を含むが，それらに加えて階層平均を提
供するデータも存在する。多項分布による最尤法は，各階層の上限・下限，および，度数のみを用いる
ため，階層平均が持つ情報を推定に取り入れることはできない。階層平均を推定に用いることは，標本
の小さい階層の情報が増えるという意味で，重要であると考えられる。
以下では，所得分布の階層データが得られたとき，各階層の上限・下限と度数に加えて，階層平均も
用いるような所得分布関数の推定方法について考察する。また，多項分布による最尤法との相違につい
て，それぞれの推定結果を踏まえて議論する。
２推定方法
従来の推定方法の枠組みで，階層平均についての情報を利用することを考えてみよう。
多項分布による最尤法の中で，階層平均についての情報を取り込むことは困難である。例えば，「所得
分布関数から求められる階層平均と階層データで提示される標本階層平均とが等しい」という制約条件
付きの最尤法では，階層の数が所得分布関数のパラメータ数を上回る場合など，条件を満たす解が不能
となる可能性が高い。また，階層平均の確率密度関数に基づいて尤度関数を求めたとしても，多項分布
に基づく尤度関数と結合することは難しい。
キーワード：所得分布．ＧＭＭ，階肘データ，計通経済学
＊本学経済学部講師
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多項分布による最尤法とは別の方法として，カーネル推定が考えられる。カーネル推定を行う際，カー
ネル関数を推定するための標本点が必要となる。階層データによるカーネル推定を行うならば，標本点
として階層平均と（度数/階層の幅）の組を用いることになるだろう。しかし，階層平均と（度数/階層
の幅）を対応させることについて，その根拠が明確ではない。加えて，階層データの最上位階層におい
て，階層の上限は＋ＣＯであることが多く，階層の幅が求められない。その場合は，最上位階層の上限と
して，何らかの方法により値を設定しなくてはならない。結果として，階層データによる所得分布関数
のカーネル推定は可能であるが，利用するデータに追加的な仮定を置かなくてはならない。
以上より，従来の推定方法の中で階層平均のデータを取り扱うことは困難であると考えられる。以下
では，別の推定方法として，一般化モーメント法(ＧＭＭ)による所得分布関数の推定について試みる。
ＧＭＭ推定では，モー メント方程式を設定し，そのsampleanalogの加重平方和を最小にするよう
なパラメー タを推定値とする。例えば,標本xj(i＝1,…,")の分布として，正規分布をＧＭＭ推定す
るとしよう。確率変数ｘが正規分布Ｎ(",ぴ2)に従うときＥＩｘ]＝似,EIx21＝ぴ2＋"２となる。ＧＭＭ
推定では，これらの式より，
。牌弾澱21=,
という形のモー メント方程式を設定し，標本を用いて変換したsampleanalog
ｍ(似,の (垣鎧剃膿‘）
の加重平方和(1/")、(",ぴ)'ｗｍ(〃)を最小にするようなパラメー タ(/ｌ,ぴ)を，推定値とする鴎'・
上記に従い，今回の問題におけるモー メント方程式を設定し，そのsampleanalogを求める。その
後,加重平方和におけるウエイト行列を計算する。以下,所得をx(≧0),(xﾅ,xy,βi,j『i)を｡それぞれ
階層データにおける第ｉ階層の下限，上限，度数，階層平均とおく（i＝１，…,Ｎ)。また，階層データ
の第i階層の幅をIi＝{xﾅ,xｿ)とする。
第一に，階級平均および度数に関するモー メント方程式と，そのsampleanalogを設定する。
階級平均〃/は所得分布Ｆ(xl8)を階級ごとに切断した分布関数
B(xle)＝
を用いて
{:剛ﾙ州
ﾉﾉ ﾙ州'）
xEIi
otherwise
と計算される。８は，分布関数のパラメータである。いま，
，i(A)=ﾉ(I‘月(x'０）
とすると，第i階級の階級平均は,確率測度'ﾉiを用いた期待値EiIx]＝ノ”viに等しい。したがって，
モーメント方程式
Ｅｉ{ｘ－州＝０（１）
聯１ＧＭＭ推定の詳細については，例えばGreene(2008)を参照。
－３２－
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が得られる。このモーメント方程式を用いてＧＭＭ推定を行うためには，これらを共通の確率測度
”(A)=ﾉl‘F(難'０）
を用いた期待値に変換しなくてはならない。これは，Radon-Nikodymの定理を用いて行う鰭2．
Nikodymの定理より，〃jは〃に対して絶対連続であるから，任意の関数ｇ(x)について
Ｒａｄｏｎ－
が成り立つ。ただし，
である。これにより，
と変換され，モーメント方程式
氷(帆=ﾙ脚等血にI，
'仲{;:胤薦。
',=ﾉＩ”(xl8）
恥-1‘非EI(雛-脚)￥1
.1(雛-脚)響l=。
が得られる。
一方，式(3)の1j(x)について，その期待値は
ＥＩ１ｉ(x)]=/'i(x)‘F(x'０）
＝幻州’１+４０州，)='’
となり，ｐｊに等しい。したがって，モー メント方程式
EI1i(x)－pj]＝０
が導出される。
結果，
ｍ(8)＝
とすると，モーメント方程式は
(襲-脚)半
(斑-州等
１１(x)－p，
1N(x)－pＮ
E[ｍ(8)l＝０
･2Radon-Nikodymの定理については，例えば．CapinskiandKopp(2004)を参照。
－３３－
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
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と設定される。
モー メント方程式(6)のsampleanalogは，式(5)を用いて，測度1ﾉiへと再変換することで
鱒-ﾙ噌州
となる。また，モー メント方程式(7)のsampleanalogは，
，,-ﾉＩ州
となる。したがって，モー メント方程式(9)のsampleanalog
ｍ(8)＝
蕪１－咋州
WIi鞘’
'N-ﾉ1N州
(10）
(1）
(12）
が得られる。
ＧＭＭ推定のウエイト行列Ｗとして．式(8)の分散共分散行列の逆行列を用いる。
｛(ｘ－"i)('i(x)/pi)}の分散および｛(ｘ－ﾉ‘j)('i(x)/pi)｝と｛(ｘ－〃/)('ﾉ(x)/pﾉ)｝
以下の通りである。
の共分散は
E{{は-脚１判州判雲ﾙｰ隣ﾙｰ腿捌等州'’
‐いげ会州伽雲’ｉ≠ノ
(1j(x)－pj)の分散は．
Ｅ{('i(雛)-隣)２１=/('i(x)-脚)2‘F(x'８）
＝雌'伽'’)+ﾉＩＦ(0-'細雛'‘）
＝(１－pj)2pj＋(O-pj)2(１－pi）
＝(１－pj)pｊ
－３４－
(13）
(14）
Ｖ１１＝
となり (1j(x） 一pj）と（1ﾉ(x)－p/)の共分散は
Ｅ{('i(難)-脚)('j(x)-'作/('i(x)-1,i)('/(x)-,i)‘F(x'０）
＝ル'’１(0-,j)州'）
＋ﾉﾘ(0-脚(１－'川‘）
＋ﾉ(川(0-'i)(0-1,i州‘）
＝(１－pj)(０－p/)ｐｉ
＋(O-pj)(１－p/)〃
＋(O-pj)(０－"/)(１－pi-p/）
＝－pjp/
{(ｘ－/！j)(1i(x)/pi)｝と（1ﾉ(x)－p/)の共分散は．
ビ{は-脚'￥}{'バル,j}ｌ
‐/{(悪-脚)響}{１N,j}川）
‐|M二:岬測亘:房
(15）
となる。また
(16）
(17）
となる。
結果
Ｖ2２
伽息ｊ
Ｊ鷲１
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???
?，??
plp3
p2p3
p3)p３(１
とすると，ウエイト行列
w=(YＭ２)~， (vF勘 (18）
が得られる。
式(12)．および式(18)を用いて，加重平方和(1/")ｍ(8)'Ｗ、(8)を計算し，，式(18)を用いて，加重平方和(1/")ｍ(8)'Ｗ、(8)を計算し，これを最小化するよ
うな８がＧＭＭ推定の推定値となる。ＧＭＭ推定を行う場合は，Ｆ(xl8)に何らかの分布形を仮定し
－３５－
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なくてはならない。次節では，Ｆ(xlO）として一般化ベー タ２分布を仮定しＧＭＭ推定を行う。一般化
ベータ２分布の密度関数は，
αｘ”一’
‘F芸'8)=州=州，){,+ｗ},半,(>･（'９）
である。ただし，０＝(α,６，p,9)'である。
３実際のデータによる推定
以下の推定では，「平成２１年度全国消費実態調査」から「二人以上の世帯」の年間収入について，九
州各県の階層データを用いる。この階層データは，階層の上限・下限，度数，および，階層平均を含ん
でいる。これらは表２から表９に示している。
推定結果は，表１の通りである。県ごとに，最尤法とＧＭＭ推定による推定値を示している。また，
推定値の下の行にある数値は，各推定方法の漸近分散である。最尤法の漸近共分散行列を計算する際，
BHHH推定量を利用できないため，対数尤度関数lnL(8)の２階微分を数値的に計算し
福岡県最尤法
（漸近分散）
ＧＭＭ
ａ
（二器竺)~’
表１推定結果
1.817259
0.059569
2.700674
ｂ
557.0971
870.6302
547.5134
2.177849
0.246665
1.067672
3.019913
0.527911
1.568522
斬近分散）02530651417.2330.0814540.233635
佐賀県最尤法
（漸近分散）
ＧＭＭ
（漸近分散）
長崎県最尤法
（漸近分散）
ＧＭＭ
0.985224
0.0181
1.625725
0.45382
1.585112
0.050891
3.220194
1377.764
105582
975.0047
192273.6
502.1411
754.5851
481.2779
5.223824
1.589198
2.109858
1.752619
2.680227
0.486968
0.772317
12.56104
16.24351
4.960917
22.363
3.035088
0.539608
0.891802
近分散）0.731901118434900788020.112292
熊本県最尤法
（漸近分散）
ＧＭＭ
1.448743
0.036951
2.110325
629.8978
2202.951
580.9581
3.097596
0.521869
1.582799
4.369216
1.200654
2.212409
漸近分散）0.4572826717.7060610071.560274
大分県最尤法
（漸近分散）
ＧＭＭ
0.965232
0.009962
1.124685
1651.096
124283.8
1549.663
4.746315
0.822197
3.257779
14.39656
12.53271
10.83613
漸近分散）0600502629943911.66425473.3304
宮崎県最尤法
（漸近分散）
ＧＭＭ
(漸近分散）
ＧＭＭ
1.382583
0.043659
2.632746
0.06246
3.063165
541.4495
1337.287
513.2711
877.3446
533.6126
3.594578
0.996896
1.183153
4.174706
1.294517
1.359621
ソ:４４ＨＪＨＩ】：4:1Ｈ【
4４９：１【】１９卜
0.259035
0.894079
0.551512
１．２８１４１
近分散）0.6024141868.8380099184026087Ｅ
沖縄県最尤法
（漸近分散）
ＧＭＭ
0.872094
0.00595
1.018853
1095.548
111716.1
862.1704
4.923327
0.523772
3.725927
11.86468
10.11785
8.195343
所近分散）0.37851266689613.483871337265
－３６－
として求めている端3．一方，ＧＭＭ推定の漸近共分散行列として，推定値を用いて(1/")(ＧＷＧ)~’を
計算している。ただし，
c=響
である。また，〃の値は，各県の集計世帯数を使用している。
実際の推定は，始めに，多項分布による最尤法を行い，次に，その推定値を初期値として，ＧＭＭ推
定を行った譜４．ＧＭＭ推定のウエイト行列Ｗは，最適化の過程でパラメー タが更新される都度，再計算
を行った難５．最適化の手順として，始めにNelder-Mead法により計算し，次に，その結果を初期値と
してＢＦＧＳ法を適用している。ＧＭＭ推定においては，最適解への収束が遅いため，ＢＦＧＳ法の結果を
初期値として再度上記の巌適化を行う，という方法を，収束判定を満たすまで試みている。
表２から表９は，各県の年間収入の度数分布表に加えて，表１の推定結果より得られた一般化ベータ
２分布に基づいて，各階層の度数，および，階層平均を推計した結果を示している。
表２福岡県の度数分布表，および，その推計
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
範囲 層平均度数度数回平均
229.7
275.1
323.8
３７１．６
421.3
471.6
５１９．８
573.5
６２１．０
672.6
７２１．０
774.0
８５１．８
948.3
1107.6
1352.0
1695.0
所得分布関数のＧＭＭ推定
???????????????????????????????????
－３７－
???????????????????????????????????
226.2
275.7
325.3
375.0
424.8
474.6
524.4
574.3
624.2
674.2
724.1
774.1
846.5
946.6
1105.1
1357.4
1692.3
?????
。????????????????
???
論３数値微分の方法．および，注葱すべき点などについては．Monahan(2001）を参照。
黙本稿では，雄尤法およびＧＭＭ推定の際のプログラミング言語としてＦ＃を使用した。また．Ｆ＃の外部ライブラリとして．
Math､NETNumericsを使用している。
蕊5方法の詳細については．Hansenetal.(1996)を参照。
【】ソ４９３K】
表４長崎県の度数分布表，および，その推計
表３佐賀県の度数分布表．および，その推計
4３２３８１．７
鎧尤法
溌一蒔扇皿併
(万円）（1万分比）（万円ｌ（1万分比）（万円）（1万分比）（万円）
－３８－
??????????????????
??????????????????
????????????????????
???
２００未満
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
２０００以上
????????
434１５６．４
４４１226.5
584275.9
686325.5
742375.2
757425.0
739474.8
699524.7
644574.6
583624.5
５１９674.5
456724.4
398774.4
640847.5
469947.4
678１１０７．９
２９４１３５７．８
１８５１６８５．４
５２2367.5
444１４０．６
３６０230.0
504271.3
795325.3
９９９375.2
７５８423.0
７３９476.1
６８２522.7
４７５571.2
４７６621.8
３４５666.0
３８６722.5
４９９772.9
８２６841.0
５０５942.4
７２８１０９３．８
２６６１３３７．５
１６７１６１１．２
４７２５１０．３
749１５３．６
６６８２２６２
８１８275.6
887325.1
886374.9
837424.7
759474.5
669524.4
579574.4
494624.3
４１７674.3
350724.3
293774.3
449847.0
３１４947.0
437１１０７．４
１９２１３５８．９
１３７１６９５．０
６４2593.42000以上
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度数平均度数層平均度数届平均･ヨ
全国消翌 ＧＭＭ
２００未満
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
(万円）（1万分比）（万円）（1万分比）（万円）（1万分比）（万円）
７５７１３５．８
６５８224.0
６８５273.5
1020３２２．５
１１０６374.3
７９８424.7
５７３469.9
５２３520.3
５７０570.9
５２９６１９．７
５０５672.0
４３５720.3
２９０772.5
４０５851.3
３２９946.2
４６９１０９８．５
１３６１３５５．４
１３９１６５８．４
７２4383.3
980１４１．５
６５８226.0
789275.6
862325.2
872374.9
829４２４．７
７５１474.5
656524.4
560574.3
470６２４．２
３９１674.2
324724.2
268774.2
408846.9
284947.1
407１１０８．７
１９５１３６１．０
１６４１７０５．２
１３０3036.4
5５2582.7
表５熊本県の度数分布表，および，その推計
表６大分県の度数分布表，および，その推計
範囲度数平均度数平均度数平均
(万円）（1万分比）（万円）（1万分比）（万円）（1万分比）（万円）
２００未満
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
?????????????????????????????????????
１４５．２
226.5
272.9
325.0
375.3
４１９．９
472.0
５２１．１
570.2
６１９．９
668.7
７１６．１
768.2
849.5
938.1
1097.4
1359.9
1726.2
????????????????????????
??????????????????
???
???
???????????? ?????
??????????
???
???
(万円）（1万分比）（万円）（1万分比）（万円）（1万分比）（万円
2000以上 4４2455.5 4４2468.9
所得分布関数のＧＭＭ推定
２００未満
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
?????????????????????????????????????
?
－３９－
3９2354.32000以上
度数平均度数平均度数平均
3４2346.2
????????????????????????????????????? ???????????????????????
???
１４１．１
220.3
272.7
325.5
３７１．２
422.1
471.5
５１９．７
５７１．０
６２１．０
667.0
723.6
772.4
837.2
952.1
1105.5
1365.7
1683.1
???
??????????
???
鼓尤ｉ
表７宮崎県の度数分布表，および，その推計
ＧＭＭ
１３８．９
224.0
270.5
327.6
372.5
422.0
474.6
522.7
572.6
622.2
670.4
７１９．７
767.4
846.6
951.3
1132.2
1350.2
1690.3
範囲度数層干度数層平均度数層
万円）１万分比）万円）（1万分比）（万円）（1万分比）万円
3７2797.2
２００未満
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
２０００以上
670１４９．３
５６７226.3
727275.8
832325.4
873375.0
856424.8
796474.6
713５２４．５
６２１574.4
530624.3
446674.3
373724.2
310774.2
470846.9
325947.0
449１１０７．４
２０１１３５９．５
１５２１６９９．２
９１2784.4
587１５６．９
５９２226.4
758２７５．７
８５１325.3
874375.0
843424.8
780474.6
699524.5
６１２574.4
528624.4
450674.3
381７２４．３
３２１774.3
494847.0
346947.0
480１１０７．１
２０６１３５８．３
１４１１６９１．９
５６2520.1
１４５．３
２２２３
271.9
325.0
372.9
422.0
471.2
522.3
５７２６
６１８．６
６７２２
７１７．２
770.9
849.8
938.0
1109.7
1369.3
1667.9
?????????????????????????????????????
2000以上
4８3343.1
表８鹿児島県の度数分布表，および，その推計
??????????????????
???????????????。??
??? ????????????????
???
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4８2688.2
－４０－
度数階層平均度数階層平均
(1万分比）（万円）（1万分比）（万円）
範囲
(万円）
度数階層平均
(1万分比）（万円）?????????????????????????????????????
２００未満
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
701１５３．８
６５２226.3
826275.7
921325.2
939374.9
896424.7
816474.5
717524.4
614574.3
517624.2
429674.2
353724.2
289774.2
428846.6
284946.6
363１１０４．８
１４１１３５６．４
８６１６８７．０
３０2493.0
????????
??????????????????????????????????????
表９沖縄県の度数分布表．および，その推計
????????。????。?????????
???
ＧＭＭ理匹空し〃
2５２４１０．０
範囲度数層因度数平均度数胴平均
(万円）（1万分（万円１万分比万円）（1万分比（万円）
－４１－
２００未満
２００－２５０
２５０－３００
３００－３５０
３５０－４００
４００－４５０
４５０－５０
５００－５５０
５５０－６００
６００－６５０
６５０－７００
７００－７５０
７５０－８００
８００－９００
９００－１０００
１０００－１２５０
１２５０－１５００
１５００－２０００
２０００以上
1６７５１４１．９
９４３225.3
９６８274.9
９２４324.7
８４１374.5
７４２424.4
６４０474.3
５４４524.3
４５７574.3
３８２624.2
３１７674.2
２６３724.2
２１７774.2
３２８846.8
２２５946.9
３０３１１０６．３
１２５１３５７．４
８０１６８７．９
２６2436.4
１４０．４
223.0
271.7
322.9
376.6
４１９．５
474.8
525.6
575.3
６１８．８
677.6
726.4
７７２５
855.8
943.9
1096.7
1421.1
1632.0
所得分布関数のＧＭＭ推定
4６２３２２９
????????????????????
Capinski,Ｍ､andEKopp,Ｍ"s"花,I"町､ﾉ"”Pm加伽鋤,Springer-Verlag,2ndedition,2004.
Greene,Ｗ､Ｈ,,ＥＣＯ"o"正tγicA”１１/sis,Prentice-Hall,６thedition,2008.
本稿では階層データを用いることによる，所得分布関数のＧＭＭ推定の方法を提示した。これによ
り，推定の際の情報として，階層データの度数だけでなく，階層平均も取り入れることが可能となる。
今回の推定結果において，特に最上位階層と最下位階層について，ＧＭＭ推定による階層平均の値は，
最尤法の値よりも，標本の階層平均に近い傾向があり，階層平均の情報が推定結果に表れていることが
わかる。
本稿で提示したＧＭＭ推定と，従来の推定方法との相違点については，未だ議論の余地がある。特
に，ＧＭＭ推定の利点を示すためには，ＧＭＭ推定の特性に関する詳細な考察，および，より多くの
データによる推定とその分析が必要となる。これらの点に関しては，稿を改めて考えたい。
最上位・最下位階層の度数に関して，最尤法よりもＧＭＭ推定のほうが総じて高い値となっており，
ＧＭＭ推定により推定される分布は，最尤法と比べて裾が厚くなる傾向がみられる。最下位階層の階層
平均は，ＧＭＭ推定のほうが最尤法よりも低く，同階層の標本平均に近い。最上位階層の階層平均につ
いては，ＧＭＭ推定のほうが最尤法よりも高い。特に，長崎県と宮崎県において，最尤法による最上位
階層の階層平均は，同階層の標本平均よりも著しく低いため，過少推定されている可能性がある。一方，
これらの県におけるＧＭＭ推定による最上位階届の階層平均は，最尤法よりも高い値となっている。し
たがって，ＧＭＭ推定では，各階層の標本平均の情報が推定結果に反映されていると考えられる。
４まとめ
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